
ÎÒÊÐÛÒÀß ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ÂØÝ ÏÎ ÒÅÎÐÈÈ ÈÃÐ:

ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ× ÂÒÎÐÎÃÎ ÒÓÐÀ

• Çàäà÷à 1. (13 áàëëîâ) �Çàäà÷à î ñëåïûõ ñòàðóøêàõ�

à) (3 áàëëà) Ïðè N = 4 íàéäèòå ÷èñòóþ ñòðàòåãèþ ñòàðóøåê, ãàðàíòèðóþùóþ ïî-
èìêó êîøêè.
Ðåøåíèå: Ïåðâàÿ ñòàðóøêà áåãàåò ïî êðóãó ïî êîðèäîðàì âíèçó íà ìàêñèìàëü-

íîé ñêîðîñòè; òðè äðóãèõ ñòàðóøêè íà÷èíàþò ñ òî÷êè, ãäå ñõîäÿòñÿ ëåñòíèöû è
ñïóñêàþòñÿ âíèç, òåì ñàìûì âûíóæäàÿ êîøêó ïðÿòàòüñÿ íà ïåðâîì ýòàæå, ãäå åå
â èòîãå ëîâèò ïåðâàÿ ñòàðóøêà.

á) (+10 áàëëîâ) Òà æå çàäà÷à ïðè N = 3. (äîñòàòî÷íî ðåøèòü ýòîò ïóíêò)
Ðåøåíèå: Ïåðâàÿ ñòàðóøêà áåãàåò ïî îäíîé è òîé æå ëåñòíèöå ââåðõ-âíèç; âòî-

ðàÿ ñòàðóøêà áåãàåò âçàä-âïåðåä ïî êîðèäîðó, íå ñìåæíîìó ñ ëåñòíèöåé. Òðå-
òüÿ ñòàðóøêà îáåãàåò öèêë, îáðàçîâàííûé äâóìÿ îñòàâøèìèñÿ ëåñòíèöàìè è äâó-
ìÿ îñòàâøèìèñÿ êîðèäîðàìè. Ïåðåìåùåíèÿ ñòàðóøåê ñèíõðîíèçèðîâàíû òàê, ÷òî
òðåòüÿ âñòðå÷àåò ñâîèõ íàïàðíèö êàæäûé ðàç, ïðîáåãàÿ ìèìî ñîîòâåòñòâóþùåé
ëåñòíèöû èëè êîðèäîðà. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî êîøêà âûíóæäåíà ïðÿòàòüñÿ
ãäå-òî íà öèêëå, ïî êîòîðîìó áåãàåò òðåòüÿ ñòàðóøêà. Çíà÷èò ñòàðóøêà â èòîãå
ïîéìàåò êîøêó èç-çà ðàçíîñòè ñêîðîñòåé.
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• Çàäà÷à 2. (16+X áàëëîâ) �Ñâèòåð ñ îëåíÿìè�

à) (3 áàëëà) Ïîêàæèòå, ÷òî ðàâíîâåñèå â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ åäèíñòâåííî, è íàéäèòå
åãî.
Ðåøåíèå: Ïóñòü íàáîð âðåìåí t1, t2, ..tN îáðàçóåò ÷èñòîå ðàâíîâåñèå. Òîãäà ti = 0

äëÿ ëþáîãî i: èíà÷å èãðîêó k ñ ñàìûì ïîçäíèì tk âûãîäíî îòêëîíèòüñÿ è ïîñòàâèòü
t′k = mini ti − ε.

á,â) (10+3 áàëëîâ) Ñóùåñòâóåò ëè ïðè ñìåøàííîå ðàâíîâåñèå, â êîòîðîì õèïñòåðû
ïîëó÷àþò ïîëîæèòåëüíóþ îæèäàåìóþ ïîëåçíîñòü? Ïîñòðîéòå òàêîå ðàâíîâåñèå
èëè ïîêàæèòå, ÷òî òàêèõ ðàâíîâåñèé íåò.
Ïîêàæåì, ÷òî òàêèõ ðàâíîâåñèé íåò. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Ïóñòü (ρ1, ..ρN)

� ðàâíîâåñèå (ò.å. ρk([a, b]) � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èãðîê k ïðèäåò â èíòåðâàëå
âðåìåíè [a, b]). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî õèïñòåð 1 ïîó÷àåò ïîëîæèòåëüíóþ îæèäàåìóþ
ïîëåçíîñòü. Ýòî çíà÷èò, ÷òî è âñå îñòàëüíûå ïîëó÷àþò ïîëîæèòåëüíóþ ïîëåç-
íîñòü � èíà÷å ó íèõ åñòü âûãîäíîå îòêëîíåíèå: ñêîïèðîâàòü ñòðàòåãèþ õèïñåò-
ðà 1. Ïóñòü Tk � ñàìûé ïîçäíèé ìîìåíò, â êîòîðûé ìîæåò ïðèéòè õèïñòåð k
(ò.å. Tk = sup{x | ρk([0, x]) ≤ 1). Çàìåòèì, ÷òî âñå Tk ñîâïàäàþò. Â ñàìîì äåëå,
ñâèòåð çàâåäîìî áóäåò ïðîäàí â ìîìåíò T = mink Tk, à çíà÷èò ïðèõîäèòü ïîçæå
áåññìûñëåííî. Çàìåòèì, ÷òî íè îäèí õèïñòåð íå ïðèõîäèò â ìîìåíò âðåìåíè T
ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ, ò.ê. èíà÷å åãî îïïîíåíòàì âûãîäíî ïðèõîäèòü â
T − ε. Èíûìè ñëîâàìè ó ρk íåò àòîìà â òî÷êå T .
Âñå ÷èñòûå ñòðàòåãèè t èç íîñèòåëÿ ρ1 ïðèíîñÿò èãðîêó 1 îäèíàêîâóþ îæèäàå-

ìóþ ïîëåçíîñòü U1 (êîãäà îñòàëüíûå èãðîêè ïðèäåðæèâàþòñÿ ñâîåé ðàâíîâåñíîé
ñòðàòåãèè. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ Uk > 0. Èìååì

U1 = Eu(x, t2, ...tn) = xP(∀i 6= 1 ti ≥ x) = x
N∏
k=2

ρk([x, T ]).

Ïðè x → T − 0 ïðàâàÿ ÷àñòü ñòðåìèòñÿ ê 0, à çíà÷èò è U1 ðàâíî íóëþ. Ïðîòèâî-
ðå÷èå.
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• Çàäà÷à 3. (14 áàëëîâ) �Ïîâòîðÿþ åùå ðàç!�

à) (2 áàëëà) Âåðíî ëè, ÷òî åñëè Γδ íå èìååò ðàâíîâåñèé ïî Íýøó â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ,
òî Γ òàêæå íå èìååò ðàâíîâåñèé ïî Íýøó â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ?1

Ðåøåíèå: Äà, âåðíî, ò.ê. êàæäîå ðàâíîâåñèå â îäíîøàãîâîé èãðå ïîðîæäàåò ðàâ-
íîâåñèå â ìíîãîøàãîâîé: ïðîñòî èãðàåì íà êàæäîì øàãå îäíó è òó æå ðàâíîâåñíóþ
ñòðàòåãèþ.

á) (8 áàëëîâ) Âåðíî ëè, ÷òî, åñëè Γ íå èìååò ðàâíîâåñèé ïî Íýøó â ÷èñòûõ ñòðàòå-
ãèÿõ, òî Γδ òàêæå íå èìååò ðàâíîâåñèé ïî Íýøó â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ?
Ðåøåíèå: Íåò, íå âåðíî. Ïðèâåäåì ïðèìåð ïîâòîðÿþùåéñÿ èãðû ñ ÷èñòûì ðàâíî-

âåñèåì, òàêîé, ÷òî â îäíîøàãîâîé ÷èñòûõ ðàâíîâåñèé íåò:
2, 2 1, 1
3, 0 0, 1

. Ðàññìîòðèì

òàêèå ñòðàòåãèè â ïîâòîðÿþùåéñÿ èãðå. Äëÿ èãðîêà 1: èãðàòü âåðõíþþ ñòðîêó íà
ïåðâîì øàãå; åñëè èãðîê 2 õîòü îäíàæäû ñûãðàë ïðàâûé ñòîëáåö, èãðàòü íèæ-
íþþ ñòðîêó, èíà÷å èãðàòü âåðõíþþ. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåì ñòðàòåãèþ âòîðîãî
èãðîêà.Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì δ ïîëó÷àåì ðàâíîâåñèå.

â) (4 áàëëîâ) Îòâåòüòå íà âîïðîñû à) è á), êîãäà äîïîëíèòåëüíî èçâåñòíî, ÷òî Γ �
èãðà ñ íóëåâîé ñóììîé.
Ðåøåíèå: Ñóùåñòâîâàíèå ÷èñòîãî ðàâíîâåñèÿ â îäíîøàãîâîé è ïîâòîðÿþùèõñÿ

èãðàõ ñòàíîâÿòñÿ ýêâèâàëåíòíû. Â ñàìîì äåëå, ïåðâûé øàã îïòèìàëüíîé ñòðàòå-
ãèè â ïîâòîðÿþùåéñÿ èãðå çàäàåò îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ â îäíîøàãîâîé.

1×èñòàÿ ñòðàòåãèÿ â ìíîãîøàãîâîé èãðå � ýòî ïðàâèëî, êîòîðîå íà êàæäîì øàãå èãðû ãîâîðèò, êàêîå
äåéñòâèå èãðîêó âûáðàòü â çàâèñèìîñòè îò ïðåäûñòîðèè (äåéñòâèé èãðîêîâ íà ïðåäûäóùèõ øàãàõ).
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• Çàäà÷à 4. (14 áàëëîâ) �Áàë(ë)�
Â ýòîé çàäà÷å åäèíñòâåííûé ñòàáèëüíûé ìýò÷èíã (æåíùèíà âûñøåãî ðàíãà ìýò÷èòñÿ

ñ íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì ìóæ÷èíîé, çàòåì æåíùèíà âòîðîãî ðàíãà âûáèðàåò ëó÷-
øåãî èç îñòàâøèõñÿ èòï), è ê íåìó ïðèõîäèò êàê Men-proposing Deferred acceptance, òàê
è Women-proposing Deferred acceptance, ïîýòîìó â îáîèõ òàíöàõ êàæäàÿ äàìà áóäåò òàí-
öåâàòü ñ îäíèì è òåì æå êàâàëåðîì.
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• Çàäà÷à 5. (20 áàëëîâ) �Çàäà÷à î äåôèöèòå�
Ðåøåíèå: Ñíà÷àëà îïðåäåëèì ðåëåâàíòíîå ïîäìíîæåñòâî êîëáàñû: åñëè îáùåå êîëè÷å-

ñòâî êîëáàñû èçáûòî÷íî, òî òîëüêî N ïàëîê "íàèëó÷øèõ"ñîðòîâ êîëáàñû áóäåò ðàñïðå-
äåëåíî. Íàçîâåì ýòó êîëáàñó "õîðîøåé".
Îïèøåì ðàâíîâåñèå â ïîñëåäîâàòåëüíîé ñèñòåìå: êàæäûé ãðàæäàíèí âíîñèò â ñâîé

ñïèñîê âñå ìàãàçèíû, íà÷èíàÿ ñ ïåðâîãî. Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé ãðàæäàíèí ïîëó÷àåò
ëþáóþ õîðîøóþ êîëáàñó s ñ âåðîÿòíîñòüþ qs/N . Ýòî ðàâíîâåñèå åäèíñòâåííî, ò.ê. îïè-
ñàííàÿ ñòðàòåãèÿ ÿâëÿåòñÿ äîìèíàíòíîé.
Ðàññìîòðèì ëþáîå ñèììåòðè÷íîå ðàâíîâåñèå âòîðîé ñèñòåìû σ∗. Â ýòîì ðàâíîâåñèè

òèï u ïîëó÷àåò êîëáàñó s ñ êàêîé-òî âåðîÿòíîñòüþ Ps. Äëÿ êàæäîé õîðîøåé êîëáà-
ñû s çàïèøåì óñëîâèå "î÷èùåíèÿ ðûíêà": êîëè÷åñòâî ëþäåé ïîëó÷àþùèõ ýòó êîëáàñó
N
∑

u∈U
1
|U| ∗ Ps(σ

∗(u)) ðàâíî êîëè÷åñòâó ýòîé êîëáàñû qs.

Âîçüìåì ëþáîãî àãåíòà. Ïðåäëîæèì ýòîìó àãåíòó íîâóþ ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ: èã-
ðàòü ñòðàòåãèþ êàæäîãî òèïà èç U ñ îäèíàêîâîé âåðîÿòíîñòüþ. Ñëåäóÿ ýòîé ñòðàòåãèè,
îí ïîëó÷àåò êîëáàñó òèïà s ñ âåðîÿòíîñòüþ

∑
u∈U Ps(σ

∗(u))/|U|. Òî åñòü, ýòà ñòðàòåãèÿ
ïðèíîñèò êàæäóþ êîëáàñó ðîâíî ñ âåðîÿòíîñòüþ qs/N ! È, çíà÷èò, ëþáàÿ ðàâíîâåñíàÿ
ñòðàòåãèÿ σ∗ âòîðîé ñèñòåìû ïðèíîñèò ýòîìó àãåíòó ëîòåðåþ íå õóæå, ÷åì ëîòåðåÿ èç
ïåðâîé ñèñòåìû.
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• Çàäà÷à 6. (23 áàëëà) �Õèòðûå ñèíîïòèêè�
Ðåøåíèå: Íàçîâåì ñèíîïòèêà îòêàëèáðîâàííûì, åñëè äëÿ íåãî âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

∀q : Nq >
T

100

∣∣∣∣Rq

Nq

− q

10

∣∣∣∣ < 0.1. 1

Ðàññìîòðèì èãðó "ñ íóëåâîé ñóììîé ãäå ñèíîïòèê-øàðëàòàí âûáèðàåò ñòðàòåãèþ ïðîãíî-
çèðîâàíèÿ è ñòðåìèòñÿ îêàçàòüñÿ îòêàëèáðîâàííûì, à çëîå áîæåñòâî âûáèðàåò ðàñïðåäå-
ëåíèå ïîãîäû, òàê, ÷òîáû ñèíîïòèê íå äîñòèã ñâîåé öåëè.
Ñëåäñòâèå òåîðåìû î ìèíèìàêñå: åñëè äëÿ êàæäîé ñìåøàííîé ñòðàòåãèè îïïîíåíòà

èãðîê ìîæåò ãàðàíòèðîâàòü îïðåäåëåííûé óðîâåíü âûèãðûøà, òî ó íåãî åñòü ñìåøàííàÿ
ñòðàòåãèÿ, êîòîðàÿ ãàðàíòèðóåò ýòîò æå óðîâåíü ïðîòèâ ëþáîé ñòðàòåãèè îïïîíåíòà.
Ò.å. äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî øàðëàòàí ìîæåò ãàðàíòèðîâàòü îòêàëèáðîâàííîñòü,

çíàÿ ñòðàòåãèþ áîæåñòâà (ò.å. ðàñïðåäåëåíèå µ íà {0, 1}T ). Ñòðàòåãèÿ óñòðîåíà òàê: íà
øàãå t âû÷èñëÿåì óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü wt+1 = 1 ïðè óñëîâèè ïðåäûñòîðèè è îêðóãëÿåì
åå äî äåñÿòûõ. Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë âëå÷åò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ (1).


