
ÎÒÊÐÛÒÀß ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ÂØÝ ÏÎ ÒÅÎÐÈÈ ÈÃÐ:

ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ× ÏÅÐÂÎÃÎ ÒÓÐÀ È ÊÐÈÒÅÐÈÈ ÏÐÎÂÅÐÊÈ

• Çàäà÷à 1. (7 áàëëîâ) �×åì õóæå, òåì ëó÷øå?�

Äà, òàê ìîæåò áûòü. Äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè ïðèìåð. Ðàññìîòðèì òàêóþ èãðó:

Γ =
0, 2 3, 4
1, 1 5, 0

.

Åäèíñòâåííîå ðàâíîâåñèå Íýøà � ëåâûé íèæíèé óãîë ñ ïëàòåæàìè 1, 1; ñìåøàííûõ ðàâ-
íîâåñèé íåò.
Âû÷òåì 1000 èç âûèãðûøåé Èãðîêà 1 îò íèæíåé ñòðîêè. Ïîëó÷àåì èãðó Γ′. Òåïåðü

ïåðâàÿ ñòðîêà ñòðîãî äîìèíèðóåò âòîðóþ; óäàëÿåì âòîðóþ ñòðîêó, ïîòîì óäàëÿåì ïåð-
âûé ñòîëáåö ïî äîìèíèðîâàíèþ è ïîëó÷àåì, ÷òî ïðàâûé âåðõíèé óãîë � åäèíñòâåííîå
ðàâíîâåñèå Íýøà â Γ′ ñ ïëàòåæàìè 3, 4.
Êîììåíòàðèè ïî ïðîâåðêå: Òåõ, êòî ïðèâåë ïðàâèëüíûé ïðèìåð, íî ÷òî-íèáóäü

âàæíîå íå îáñóäèë (íàïðèìåð åäèíñòâåííîñòü ðàâíîâåñèÿ èëè îòñóòñòâèå ñìåøàííûõ ðàâ-
íîâåñèé), íàäî øòðàôîâàòü íà 3 áàëëà.
Ïîíÿòíî, ÷òî ðàçíûõ ïðèìåðîâ ìîæíî ïðèäóìàòü ìíîãî. Çà îñîáåííóþ êðåàòèâíîñòü

(íåîáû÷íûå ïðèìåðû) ìîæíî äîáàâèòü 1-2 áàëëà.
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• Çàäà÷à 2. (13 áàëëîâ) �Äåðåâî íîðìàëüíîé ôîðìû�

Òàêîé èãðû íå ñóùåñòâóåò.
Äîêàçàòåëüñòâî (1 ñïîñîá): â ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîé èãðå ñ ñîâåðøåííîé èíôîðìàöè-

åé ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñèå Íýøà â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ (êîòîðîå ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ
îáðàòíîé èíäóêöèè). À â èãðå Γ òàêîãî ðàâíîâåñèÿ íåò.
Äîêàçàòåëüñòâî (2 ñïîñîá): ïîñ÷èòàòü âîçìîæíûå òåðìèíàëüíûå âåðøèíû. Â èãðå â

íîðìàëüíîé ôîðìå ó êàæäîãî èãðîêà ïî 4 ñòðàòåãèè. Äëÿ èãðû â ðàçâåðíóòîé ôîðìå,
åñëè ó êàæäîãî èãðîêà 4 ñòðàòåãèè, òî ìîæåò ïîëó÷èòñÿ íå áîëüøå 7 òåðìèíàëüíûõ
âåðøèí. Çíà÷èò, â ìàòðèöå íå ìîæåò áûòü áîëüøå 7 ðàçëè÷íûõ ïî âûèãðûøàì èñõîäîâ,
à èõ â íåé 11.
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• Çàäà÷à 3. (20 áàëëîâ) �Çàäà÷à ïðî ìèíèñòåðñòâà�

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî áûë ïðåäëîæåí ñòàòóñ-êâî q1, q2, q3, è ïîñìîòðèì, ÷òî áóäåò ïðîèñ-
õîäèòü íà âòîðîì ýòàïå. Ïóñòü íà íåì âûáðàíà ïàðòèÿ i. Êàêîé äåëåæ q′ = (q1, q2, q3)
åé ïðåäëîæèòü? Êîíå÷íî, îíà õî÷åò q′i ïîáîëüøå, íî, ÷òîáû åå ïðåäëîæåíèå ïðîøëî, åé
íàäî îáåñïå÷èòü ñåáå ñîþçíèêà j, êîòîðûé ïîääåðæèò ïðåäëîæåííûé åé äåëåæ. Ñäåëàåò
îí ýòî, òîëüêî åñëè åìó ýòî âûãîäíî, ò. å. q′j ≥ qj. Òàêèì îáðàçîì, ïàðòèÿ i ïðåäëîæèò
äåëåæ q′i = 1 − qj, q

′
j = qj, q

′
k = 0, âûáðàâ â ñîþçíèêè òó ïàðòèþ j, ó êîòîðîé ñòàòóñ-êâî

ìåíüøå.
Èç-çà ïîñëåäíåãî çàìå÷àíèÿ îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îïòèìàëüíî èìåòü ñòàòóñ-êâî ïîáîëüøå,

íî âòîðîé ïî ñ÷åòó (ïàðòèþ ñ íàèáîëüøèì êâîì íå áóäóò áðàòü â ñîþçíèêè).
Îòâåò: ñòàòóñ-êâî (qA = 10, qB = 11, qC = 0) èëè (qA = 10, qC = 0, qB = 11), à îæèäàåìûé

äåëåæ (10 + 1/3, 7, 3 + 2/3) èëè (10 + 1/3, 3 + 2/3, 7), ñîîòâåòñòâåííî.
Êîììåíòàðèè ïî ïðîâåðêå:

Çà îøèáêè â ëîãèêå êàðàåì ñòðîãî � íåâåðíûé ñòàòóñ-êâî â îòâåòå ñâèäåòåëüñòâî òàêîé
îøèáêè (-10 áàëëîâ ìèíèìóì). Çà îøèáêè â âû÷èñëåíèÿõ è ìåëêèå íåòî÷íîñòè ñíèìàåì
5 áàëëîâ çà êàæäóþ.
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• Çàäà÷à 4. (25 áàëëîâ) �Î ïîëüçå ñæèãàíèÿ äåíåã�

Íàéäåì ñêîëüêî ïîëó÷èò Ñòàðîæèë, íå äåëàÿ íèêàêîãî çàÿâëåíèÿ. Íà ïåðâîì øàãå
îí ìàêñèìèçèðóåò q(1 − q) è ïîëó÷àåò ïðèáûëü â 1/4 ïðè âûïóñêå â 1/2. Íà âòîðîì
ýòàïå âûèãðûø Ñòàðîæèëà ðàâåí U1 = q1(1 − q1 − q2), à âûèãðûø Íîâè÷êà ðàâåí U2 =
q2(1−q1−q2). Êàæäàÿ èç ôèðì îòâå÷àåò îïòèìàëüíûì îáðàçîì íà âûïóñê êîíêóðåíòà, ò.å.
∂q1U1 = 0 = ∂q2U2. Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî q1 = q2 = 1/3, à èòîãîâûé âûèãðûø Ñòàðîæèëà
ðàâåí 1/4 + 1/9 = 26/72.
à) Äàâàòü òàêîå îáåùàíèå âûãîäíî. Ïîêàæåì ýòî. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì M (äî-

ñòàòî÷íî âçÿòü M = 2, ÷òî çàâåäîìî ïðåâîñõîäèò ïðèáûëü Ñòàðîæèëà çà äâà ïåðèîäà)
â ðàâíîâåñèè Ñòàðîæèë áóäåò èçáåãàòü íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ A. Òî åñòü åãî âûïóñê q â
ïåðâîì ïåðèîäå áóäåò ðàâåí âûïóñêó âî âòîðîì. Îïòèìàëüíûé îòâåò q∗2 Íîâè÷êà ìàêñè-
ìèçèðóåò U2 = q2(1− q− q2) è ðàâåí (1− q)/2. Òîãäà ïðèáûëü Ñòàðîæèëà çà äâà ïåðèîäà
ðàâíà q(1− q) + q(1− q− (1− q)/2) = 3

2
q(1− q). Ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè q = 1

2
è ðàâåí

3
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= 27/72. Ýòî íà 1/72 áîëüøå ÷åì â îòñóòñòâèè îáåùàíèÿ.
á) Êàêîå áû q1 íå ñîáèðàëñÿ âûáðàòü Ñòàðîæèë âî âòîðîì ïåðèîäå, Íîâè÷îê áóäåò

èãðàòü ñâîé îïòèìàëüíûé îòâåò q∗2. Çíà÷èò, ëó÷øåå, ÷òî Ñòàðîæèë ìîæåò ïîëó÷èòü âî
âòîðîì ïåðèîäå � ýòî ïîîáåùàòü, ÷òî åãî âûïóñê q1 áóäåò ìàêñèìèçèðîâàòü q1(1−q∗2−q1)
(ò.å. áóäåò ðàâåí ðàâíîâåñíîìó âûïóñêó Ëèäåðà â ðàâíîâåñèè Øòàêåëüáåðãà), à èíà÷å îí
çàïëàòèò M = 2 ðóáëåé. Êàê ìû çíàåì èç ïóíêòà à) q∗2 = (1 − q1)/2. Ñëåäîâàòåëüíî,
âûïóñê Ëèäåðà ðàâåí 1/2, ò.å. ñîâïàäàåò ñ îïòèìàëüíûì âûïóñêîì ìîíîïîëèè.
Â ÷àñòíîñòè îáåùàíèå èç ïóíêòà à) îïòèìàëüíî.
Êîììåíòàðèè ïî ïðîâåðêå: Çà îøèáêè â ëîãèêå êàðàåì ñòðîãî (ñíèìàåì êàê ìè-

íèìóì ïîëîâèíó áàëëîâ ñ ïóíêòà). Çà îøèáêè â âû÷èñëåíèÿõ, íå âëèÿþùèå íà ñìûñë
ïðîèñõîäÿùåãî, è ìåëêèå íåòî÷íîñòè ñíèìàåì 3 áàëëà çà êàæäóþ.
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• Çàäà÷à 5. (10+X áàëëîâ) �Çàäà÷à î äîáðûõ, íî æàäíûõ îðãàíèçàòîðàõ�

Âíèìàíèå: íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè ìû ñ÷èòàåì ìíîæåñòâî {1, 2, 3, ...} áåç 0. Èíà÷å çà-
äà÷à áûëà áû òðèâèàëüíîé è îðãàíèçàòîðû íå âêëþ÷èëè áû åå â îëèìïèàäó (è ïî ýòîìó
âîïðîñó àïåëëèðîâàòü íå íóæíî!)

á) Ïîäîéäåò òàêîå äåòåðìèíèñòè÷åñêîå íåñèììåòðè÷íîå ðàâíîâåñèå: 4 àãåíòà âûáè-
ðàþò 1 áàëë, 2 àãåíòà âûáèðàþò 2 áàëëà, à îäèí àãåíò âûáèðàåò 3 áàëëà è âûèã-
ðûâàåò.
Òàêæå åñòü è äðóãèå ðàâíîâåñèÿ, èõ òîæå çàñ÷èòàëè.

Êîììåíòàðèè ê ïðîâåðêå: Òåõ, êòî íàéäåò (ýòî î÷åíü ñëîæíî) ñèììåòðè÷íîå ñìå-
øàííîå ðàâíîâåñèå â ïóíêòå á) � íàäî êàê-òî ïðåìèðîâàòü: íàïðèìåð, +5 áàëëîâ.
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• Çàäà÷à 6. (25 áàëëîâ) �Çàäà÷à î òî÷êàõ íà ïðÿìîé�

Ïîáåæäàåò Áîá, óêàæåì åãî âûèãðûøíóþ ñòðàòåãèþ:
Ðàçîáüåì âñå ôèøêè íà ïàðû èç îäíîé ñèíåé è îäíîé êðàñíîé ñëåäóþùèì àëãîðèòìîì:

(1) âûáåðåì äâå áëèæàéøèå ôèøêè ðàçíûõ öâåòîâ
(2) óäàëèì îáðàçîâàâøóþñÿ ïàðó
(3) ïîâòîðèì

Åñëè ïàðà áûëà óäàëåíà íà èòåðàöèè k àëãîðèòìà, íàçîâåì ýòó ïàðó ïàðîé ñòàðîñòè k.
Âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ Áîáà âûãëÿäèò òàêèì îáðàçîì: åñëè Àëèñà âûáèðàåò ôèøêó

ëþáîãî öâåòà, Áîá âûáèðàåò åå ïàðó.
Äîêàçàòåëüñòâî âûèãðûøíîñòè:

� åñëè Áîá âûáèðàåò ôèøêó èç ïàðû ñòàðîñòè k, òî Àëèñà íà ñëåäóþùåì øàãå âûíóæ-
äåíà âûáèðàòü ôèøêó èç ïàðû ñòàðîñòè < k
� Áîá ïðè ýòîì íå ïðîèãðûâàåò, òàê êàê âûáèðàåìàÿ èì â îòâåò ôèøêà ÿâëÿåòñÿ áëè-
æàéøåé ñðåäè âñåõ ôèøåê ñòàðîñòè ≥ k
� â òî æå âðåìÿ îí âûíóæäàåò Àëèñó âûáèðàòü âñå áîëåå ìîëîäûå ôèøêè
� åñëè Àëèñà âûáèðàåò ôèøêó èç ïàðû, êîòîðóþ ìû óáðàëè íà ïåðâîì êðóãå àëãîðèòìà,
òî Áîá, âûáèðàÿ ïàðó ýòîé ôèøêè, ïîáåæäàåò
Êîììåíòàðèè ê ïðîâåðêå: Çà ïðàâèëüíûé îòâåò (ïðè íàëè÷èè âû÷èñëåíèé õîòÿ áû

íà ïðèìåðàõ): 5 áàëëîâ
Åñëè êòî-íèáóäü ïðèäóìàåò äîêàçàòåëüñòâî íàëè÷èÿ ó Áîáà âûèãðûøíîé ñòðàòåãèè,

áåç åå ÿâíîé êîíñòðóêöèè � ýòî ïîëíûé áàëë!


