
ÎÒÊÐÛÒÀß ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ÂØÝ ÏÎ ÒÅÎÐÈÈ ÈÃÐ:

ÇÀÄÀ×È ÂÒÎÐÎÃÎ ÒÓÐÀ

• Çàäà÷à 1. (13 áàëëîâ) �Çàäà÷à î ñëåïûõ ñòàðóøêàõ� N ñëåïûõ ñòàðóøåê æèâóò â äâóõýòàæíîì
äîìå ñ òðåìÿ êîðèäîðàìè íà ïåðâîì ýòàæå è ñ òðåìÿ ñõîäÿùèìèñÿ íàâåðõó ëåñòíèöàìè, äëèíû
êàæäîé ëåñòíèöû è êàæäîãî êîðèäîðà ðàâíû. Òî åñòü äîì � åäèíè÷íûé òåòðàýäð, ãäå ð¼áðà �
ýòî ëåñòíèöû è êîðèäîðû.
Ñòàðóøêè ïîòåðÿëè êîøêó, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ ãäå-òî íà ðåáðàõ òåòðàýäðà. Ïåðåìåùàþòñÿ êîø-

êà è ñòàðóøêè òîëüêî ïî ðåáðàì, ñòàðóøêè áåãàþò ÷óòü-÷óòü áûñòðåå êîøêè.
Ñòàðóøêè ïðèäóìûâàþò ñòðàòåãèþ ïîèìêè êîøêè � â êàêîì ïîðÿäêå íàäî îáåãàòü òåòðàýäð,

÷òîáû íàâåðíÿêà åå ïîéìàòü. Êîøêà âèäèò ñòàðóøåê, ñëûøèò èõ ïåðåãîâîðû è ìîæåò îïòèìàëüíî
îòâåòèòü íà èõ ñòðàòåãèþ.

à) (3 áàëëà) Ïðè N = 4 íàéäèòå ÷èñòóþ ñòðàòåãèþ ñòàðóøåê, ãàðàíòèðóþùóþ ïîèìêó êîøêè.
á) (+10 áàëëîâ) Òà æå çàäà÷à ïðè N = 3. (äîñòàòî÷íî ðåøèòü ýòîò ïóíêò)

• Çàäà÷à 2. (16+X áàëëîâ) �Ñâèòåð ñ îëåíÿìè� Â ïåðèîä ðàñïðîäàæ ìíîãèå ñòàëêèâàþòñÿ ñî
ñëîæíîé ñòðàòåãè÷åñêîé çàäà÷åé. Ñ îäíîé ñòîðîíû õîðîøî áû ïðèéòè ïîïîçæå è êóïèòü ïîäå-
øåâëå, íî åñëè ïðèéòè ñëèøêîì ïîçäíî, òî îêàæåøüñÿ ó ïóñòûõ ïðèëàâêîâ.
Â îäíîé õîëîäíîé ñíåæíîé ñòðàíå N õèïñòåðîâ ìå÷òàþò î ñâèòåðå ñ îëåíÿìè. Â ïåðèîä ðàñ-

ïðîäàæ öåíà ñâèòåðà çàâèñèò îò âðåìåíè òàê: p(t) = 1 − t, t ∈ [0, 1]. Êóïèâ ñâèòåð ïî öåíå p,
õèïñòåð ïîëó÷àåò ïîëåçíîñòü 1− p, à îñòàâøèñü áåç ñâèòåðà � íóëåâóþ ïîëåçíîñòü. Ñâèòåð â ìà-
ãàçèíå âñåãî îäèí, òàê ÷òî ïåðâûé, êòî çà íèì ïðèäåò, ñòàíåò åãî ñ÷àñòëèâûì îáëàäàòåëåì. Åñëè
íåñêîëüêî õèïñòåðîâ ïðèäóò îäíîâðåìåííî, ñâèòåð äîñòàíåòñÿ êàæäîìó èç ïðèøåäøèõ ñ ðàâíîé
âåðîÿòíîñòüþ.

à) (3 áàëëà) Ïîêàæèòå, ÷òî ðàâíîâåñèå â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ åäèíñòâåííî, è íàéäèòå åãî.
á) (10 áàëëîâ) Ñóùåñòâóåò ëè ïðè N = 2 ñìåøàííîå ðàâíîâåñèå, â êîòîðîì õèïñòåðû ïîëó-

÷àþò ïîëîæèòåëüíóþ îæèäàåìóþ ïîëåçíîñòü? Ïîñòðîéòå òàêîå ðàâíîâåñèå èëè ïîêàæèòå,
÷òî òàêèõ ðàâíîâåñèé íåò.

â) (+3 áàëëà) Òîò æå âîïðîñ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî N .
ã) (X áàëëîâ) Ïðåäñòàâüòå, ÷òî Âû îäèí èç õèïñòåðîâ, îñòàëîñü 15 ñâèòåðîâ, ðàñïðîäàæà

äëèòñÿ 31 äåíü t = 1, 2, ...31, à ñòîèìîñòü ñâèòåðà p(t) = 31 − t. Ïîëåçíîñòü îò ïîëó÷åíèÿ
ñâèòåðà ïî öåíå p ðàâíà 31− p. Íàïèøèòå, â êàêîé äåíü t Âû ïðèäåòå íà ðàñïðîäàæó. Âû
ïîëó÷èòå X áàëëîâ, ãäå X � öåëàÿ ÷àñòü îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè. Çà ñâèòåð ñ Âàìè áóäóò
êîíêóðèðîâàòü îñòàëüíûå ó÷àñòíèêè Îëèìïèàäû.

• Çàäà÷à 3. (14 áàëëîâ) �Ïîâòîðÿþ åùå ðàç!�
Ïóñòü Γ � íåêàÿ êîíå÷íàÿ èãðà, à Γδ � áåñêîíå÷íî ïîâòîðÿåìàÿ âåðñèÿ Γ ñ êîýôôèöèåíòîì

äèñêîíòèðîâàíèÿ δ ∈ (0; 1).

à) (2 áàëëà) Âåðíî ëè, ÷òî åñëè Γδ íå èìååò ðàâíîâåñèé ïî Íýøó â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ, òî Γ
òàêæå íå èìååò ðàâíîâåñèé ïî Íýøó â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ?1

á) (8 áàëëîâ) Âåðíî ëè, ÷òî, åñëè Γ íå èìååò ðàâíîâåñèé ïî Íýøó â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ, òî Γδ
òàêæå íå èìååò ðàâíîâåñèé ïî Íýøó â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ?

â) (4 áàëëîâ) Îòâåòüòå íà âîïðîñû à) è á), êîãäà äîïîëíèòåëüíî èçâåñòíî, ÷òî Γ � èãðà ñ
íóëåâîé ñóììîé.

• Çàäà÷à 4. (14 áàëëîâ) �Áàë(ë)�
Â óåçäíîì ãîðîäå NN íà áàëó âñòðå÷àþòñÿ N êàâàëåðîâ èN äàì. Ó âñåõ äàì îäèíàêîâûå ñòðîãèå

ïðåäïî÷òåíèÿ îòíîñèòåëüíî êàâàëåðîâ (â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êòî èç íèõ ëó÷øå òàíöóåò), ó êàâà-
ëåðîâ òîæå ñòðîãèå ïðåäïî÷òåíèÿ îòíîñèòåëüíî äàì, íî íå îáÿçàòåëüíî îäèíàêîâûå. Äëÿ êàæäîãî
êàâàëåðà è äëÿ êàæäîé äàìû òàíöåâàòü õîòÿ áû ñ êåì-òî ëó÷øå, ÷åì ñòîÿòü â îäèíî÷åñòâå.
Âî âðåìÿ îáû÷íîãî òàíöà îïðåäåëåíèå ïàð ïðîèñõîäèò òàêèì îáðàçîì. Íà ïåðâîì êðóãå ïðè-

ãëàøåíèé êàæäûé êàâàëåð ïðèãëàøàåò ñâîþ �ïåðâóþ� äàìó (òó, êîòîðàÿ åìó íðàâèòñÿ áîëüøå

1×èñòàÿ ñòðàòåãèÿ â ìíîãîøàãîâîé èãðå � ýòî ïðàâèëî, êîòîðîå íà êàæäîì øàãå èãðû ãîâîðèò, êàêîå äåéñòâèå
èãðîêó âûáðàòü â çàâèñèìîñòè îò ïðåäûñòîðèè (äåéñòâèé èãðîêîâ íà ïðåäûäóùèõ øàãàõ).
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âñåãî). Äàìà âûáèðàåò èç âñåõ ïðèãëàøåíèé ëó÷øåå è îòêàçûâàåò îñòàëüíûì. Îäíàêî îíà íå
ñïåøèò ñ îòâåòîì ëó÷øåìó èç ïðèãëàñèâøèõ, îæèäàÿ, ÷òî â áóäóùåì îíà ìîæåò ïîëó÷èòü ïðè-
ãëàøåíèå îò áîëåå æåëàííîãî êàâàëåðà. Íà âòîðîì êðóãå êàæäûé êàâàëåð, ïîëó÷èâøèé îòêàç,
èä¼ò ê ñâîåé �âòîðîé� äàìå (ëó÷øåé, êîòîðàÿ åù¼ íå îòêàçàëà), è ñíîâà êàæäàÿ äàìà âûáèðàåò èç
âñåõ ïðèãëàøåíèé ëó÷øåå è îòêàçûâàåò îñòàëüíûì. È òàê äàëåå ïîêà âñå íå ðàçîáüþòñÿ íà ïàðû.
Âî âðåìÿ �áåëîãî òàíöà� âñ¼ ïðîèñõîäèò â òî÷íîñòè íàîáîðîò: äàìû ïðèãëàøàþò êàâàëåðîâ, â

îñòàëüíîì ïðîöåäóðà ñîõðàíÿåòñÿ.
Êàêîé èç òàíöåâ � îáû÷íûé èëè �áåëûé� � áîëåå ïðåäïî÷òèòåëåí äëÿ äàì?

• Çàäà÷à 5. (20 áàëëîâ) �Çàäà÷à î äåôèöèòå�
Â 1973 ãîäó â ÑÑÑÐ ïðîèçâîäèëîñü K ñîðòîâ êîëáàñû (íàçîâ¼ì èõ 1, 2, ..., K). Êàæäûé èç N

ãðàæäàí èìåë ïðåäïî÷òåíèÿ, çàäàííûå âåêòîðîì ïîëåçíîñòåé un = (un1 , u
n
2 , ..., u

n
K), òàêèì, ÷òî

1 > un1 > un2 > ... > unK > 0 (êîëáàñà ñ ìåíüøèì èíäåêñîì âñåì ãðàæäàíàì íðàâèòñÿ áîëüøå).
Âåêòîð ïîëåçíîñòåé ãðàæäàíèíà n âûáèðàåòñÿ ðàâíîâåðîÿòíî èç êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ
âåêòîðîâ U ⊂ RK

+ . Âåêòîðû ðàçíûõ ãðàæäàí íåçàâèñèìû.
Ñòðàòåãèÿ êàæäîãî ãðàæäàíèíà âûãëÿäèò òàê: óòðîì îí ñîñòàâëÿåò ñïèñîê ìàãàçèíîâ è îáõîäèò

èõ ñîãëàñíî ñïèñêó. Êàæäûé ìàãàçèí s ïðîäàåò òîëüêî îäèí ñîðò êîëáàñû s è èìååò âñåãî qs ïàëîê
êîëáàñû. Ãðàæäàíå ñîáèðàþòñÿ ïåðåä ìàãàçèíîì â î÷åðåäü è ñòîÿò, ïîêà âñÿ êîëáàñà íå áóäåò
ðàñïðîäàíà. Ìåñòî â î÷åðåäè îïðåäåëÿåòñÿ ñëó÷àéíî, è åñëè ïðèøëî ns > qs ãðàæäàí, òî êàæäûé
ïîëó÷àåò êîëáàñó ñ âåðîÿòíîñòüþ qs/ns. Òàêèì îáðàçîì, ñíà÷àëà êàæäûé ãðàæäàíèí èìååò øàíñ
ïîëó÷èòü êîëáàñó â ïåðâîì ïî ñïèñêó ìàãàçèíå, ïîòîì, åñëè òàì åìó íå äîñòàëàñü êîëáàñû, îí
èä¼ò âî âòîðîé ïî ñïèñêó ìàãàçèí è ñîðåâíóåòñÿ òàì çà îñòàòêè êîëáàñû ñî âñåìè äðóãèìè, êòî
óêàçàë ýòîò ìàãàçèí âòîðûì è êîìó ðàíåå íå äîñòàëàñü êîëáàñà (åñëè æå âî âòîðîì ìàãàçèíå
íå îñòàëîñü êîëáàñû, òî êàæäûé ïðèøåäøèé èä¼ò â ñâîé òðåòèé ïî ñïèñêó ìàãàçèí, íî óñïåâàåò
òîëüêî ê ïðèõîäó òåõ, êòî óêàçàë ýòîò ìàãàçèí òðåòüèì), è òàê äàëåå, ïîêà èì íå äîñòàíåòñÿ
êîëáàñà èëè íå çàêîí÷èòñÿ ñïèñîê. Öåíîé êîëáàñû è âðåìåíåì, ïîòðà÷åííûì íà å¼ ïîèñêè, ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü.
Ïðàâèòåëüñòâî ñðàâíèâàåò äâå ñèñòåìû ïðîäàæ: îòêðûâàòü ìàãàçèíû â ïîðÿäêå ïîâûøåíèÿ

èíäåêñà (ñíà÷àëà ìàãàçèí 1, êîãäà êîëáàñà 1 áóäåò ðàñïðîäàíà, òî îòêðûâàòü ìàãàçèí 2 è òàê
äàëåå) èëè æå îòêðûâàòü âñå ìàãàçèíû îäíîâðåìåííî.
Êàêóþ ñèñòåìó âûáðàòü? Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ñèììåòðè÷íîå ðàâíîâåñèå ïî Íýøó îäíîé ñè-

ñòåìû äàåò á�îëüøóþ îæèäàåìóþ ïîëåçíîñòü êàæäîìó ãðàæäàíèíó â ñðàâíåíèè ñ ëþáûì ñèììåò-
ðè÷íûì ðàâíîâåñèåì äðóãîé ñèñòåìû.
• Çàäà÷à 6. (23 áàëëà) �Õèòðûå ñèíîïòèêè�
Â ïîñëåäíèå äåñÿòü ëåò âìåñòî ñàìîé ïîãîäû ñèíîïòèêè ñòàëè ïðåäñêàçûâàòü åå âåðîÿòíîñòü:

íàïðèìåð, �âåðîÿòíîñòü äîæäÿ çàâòðà 90%�. Ñ òàêèìè ïðîãíîçàìè îòëè÷èòü øàðëàòàíà îò òîãî,
÷åé ïðîãíîç äåéñòâèòåëüíî çíà÷èì, ñòàëî ãîðàçäî ñëîæíåå.
Â 2011 ãîäó ïðàâèòåëüñòâî Âåëèêîáðèòàíèè ïðåäïðèíÿëî ïîïûòêó îöåíèòü êà÷åñòâî ïðîãíîçîâ

ðàçíûõ ìåòåîðîëîãîâ. Ìåòîäèêà áûëà òàêàÿ. Êàæäûé äåíü t = 0, 1...T íà òóìàííîì Àëüáèîíå
ëèáî èäåò äîæäü (wt = 1), ëèáî íåò (wt = 0), à ìåòåîðîëîã ïóáëèêóåò ñâîå ïðåäñêàçàíèå pt+1 äëÿ
âåðîÿòíîñòè wt+1 = 1 (ò.å. âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî çàâòðà áóäåò äîæäü) ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðâîãî
çíàêà ïîñëå çàïÿòîé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Nq ÷èñëî äíåé t, êîãäà ìåòåîðîëîã ïðåäñêàçûâàë pt = q

10
, à

÷åðåç Rq ÷èñëî òåõ èç íèõ, êîãäà øåë äîæäü. Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ ìíîãèõ ìåòåîðîëîãè÷åñêèõ ãðóïï
Rq

Nq
áëèçêî ê q

10
, ÷òî áûëî âîñïðèíÿòî, êàê ïîäòâåðæäåíèå âûñîêîãî êà÷åñòâà ðàáîòû ñèíîïòèêîâ.

Øàðëàòàí � ýòî òàêîé ìåòåîðîëîã, êîòîðûé â ìîìåíò âðåìåíè t íè÷åãî íå çíàåò ïðî ðàñïðåäå-
ëåíèå wt+1 è îñíîâûâàåò ñâîé âûáîð pt+1 òîëüêî íà èñòîðèè ïîãîäû ht = {w0, w1, ..wt}.
Ïîêàæèòå, ÷òî êîãäà T âåëèêî, ó øàðëàòàíà åñòü ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ, ãàðàíòèðóþùàÿ, ÷òî

äëÿ ëþáîãî q, òàêîãî ÷òî Nq >
T
100

(ò.å. äëÿ äîñòàòî÷íî ÷àñòûõ ïðîãíîçîâ), îòíîøåíèå Rq

Nq
áóäåò

îòëè÷àòüñÿ îò q
10

íå áîëåå ÷åì íà 0.1 ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ, êàêîâî áû íè áûëî ðàñïðåäåëåíèå
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí w = {wt}Tt=0. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå, îïèñûâàòü ñòðàòåãèþ íå
òðåáóåòñÿ.


